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문제. 𝑛개의 레이블된 심플 그래프의 집합 𝐺𝑛 위에 다음과 같이 정의된 연산 ⊕이 있다. 

임의의 𝐺, 𝐹 ∈ 𝐺𝑛에 대해 𝐺, 𝐹  중 하나만 에지 (𝑖, 𝑗)가 존재하면, 그래프 𝐺⨁𝐹에도 에지 (𝑖, 𝑗)가 존재하

고, 둘 다 존재하거나 존재하지 않는 경우, 그래프 𝐺⨁𝐹에는 에지 (𝑖, 𝑗)가 존재하지 않는다. 

예를 들어, 다음과 같다. 

 

이때, (𝐺𝑛 , ⨁)는 가환군임을 보여라. 

 

관찰 1. 𝑮𝒏의 원소의 인접행렬(adjacency matrix)는 대각성분이 0이고, 모든 성분이 0 또는 1인 대칭

행렬이다. 역으로, 그러한 인접행렬을 갖는 그래프는 𝑮𝒏의 원소이다. 

- 루프가 없으므로 대각성분은 모두 0이다. 

- 서로 다른 꼭짓점을 잇는 변은 최대 1개 존재할 수 있으므로 모든 성분은 0(연결되어 있지 

않음) 또는 1(연결되어 있음)이다. 

- 유향이 아니므로 인접행렬은 대칭행렬이다. 

즉, 𝐺𝑛의 원소는 항상 다음과 같은 꼴의 인접행렬을 가진다. 
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대각성분이 0이고, 모든 성분이 0 또는 1인 𝑛차 대칭행렬의 집합을 𝐴라 하자. 

 

관찰 2. 𝐺, 𝐹 ∈ 𝐺𝑛에 대해 𝐺, 𝐹의 인접행렬을 각각 𝐴𝐺 , 𝐴𝐹라 하자.  

(case 1) 𝐺는 에지 (𝑖, 𝑗)를 갖고, 𝐹는 갖지 않는다. 

이 경우, [𝐴𝐺]𝑖𝑗 = 1, [𝐴𝐹]𝑖𝑗 = 0, [𝐴𝐺⨁𝐹]𝑖𝑗 = 1이다.  

(case 2) 𝐹는 에지 (𝑖, 𝑗)를 갖고, 𝐺는 갖지 않는다. 



이 경우, [𝐴𝐺]𝑖𝑗 = 0, [𝐴𝐹]𝑖𝑗 = 1, [𝐴𝐺⨁𝐹]𝑖𝑗 = 1이다.  

(case 3) 𝐺와 𝐹는 에지 (𝑖, 𝑗)를 갖는다. 

이 경우, [𝐴𝐺]𝑖𝑗 = 1, [𝐴𝐹]𝑖𝑗 = 1, [𝐴𝐺⨁𝐹]𝑖𝑗 = 0이다.  

(case 4) 𝐺와 𝐹는 에지 (𝑖, 𝑗)를 갖지 않는다. 

이 경우, [𝐴𝐺]𝑖𝑗 = 0, [𝐴𝐹]𝑖𝑗 = 0, [𝐴𝐺⨁𝐹]𝑖𝑗 = 0이다.  

우리는 인접행렬의 덧셈 구조가 유한체 ℤ/2ℤ의 덧셈 구조와 같다는 것을 알 수 있다. 이 관찰을 요약

하면 다음과 같다. 

- 관찰 1에 의해, 𝑮𝒏의 원소의 인접행렬은 체 (ℤ/𝟐ℤ,+𝟐,∙𝟐) 위에서 정의된 행렬로 볼 수 있다. 

- 관찰 2에 의해, 𝑮𝒏의 원소의 인접행렬의 덧셈은 다음과 같이 componentwise하게 정의된다. 

[𝑨𝑮⨁𝑭]𝒊𝒋 = [𝑨𝑮]𝒊𝒋+𝟐[𝑨𝑭]𝒊𝒋 

 

관찰 3. 𝑮𝒏 위에서 정의된 연산 ⨁은 이항연산이다. 즉, 닫혀있다.  

- 임의의 𝐺, 𝐹 ∈ 𝐺𝑛에 대해, 𝐺, 𝐹의 인접행렬의 대각성분은 0이므로 관찰 2에 의해 [𝐴𝐺⨁𝐹]𝑖𝑖 = 0 

- 임의의 𝐺, 𝐹 ∈ 𝐺𝑛에 대해, 𝐺, 𝐹의 인접행렬은 체 ℤ/2ℤ  위에서 정의된 행렬로 볼 수 있으므로,

관찰 2에 의해 [𝐴𝐺⨁𝐹]𝑖𝑗은 0 또는 1이다. 

- 임의의 𝐺, 𝐹 ∈ 𝐺𝑛에 대해, 𝐺, 𝐹의 인접행렬은 대칭이므로 관찰 2에 의해 [𝐴𝐺⨁𝐹]𝑖𝑗 = [𝐴𝐺⨁𝐹]𝑗𝑖. 

따라서, 𝐴𝐺⊕𝐹는 대각성분이 0이고, 모든 성분이 0 또는 1이며, 대칭행렬이므로 관찰 1에 의해 𝐺 ⊕ 𝐹

는 𝐺𝑛의 원소이다. 

 

관찰 1, 2, 3에 의해 두 binary algebraic structure (𝐺𝑛 , ⨁ )와 (𝐴, +2)는 동형(isomorphic)이다. 즉, 

(𝐺𝑛 , ⨁ )가 가환군임을 보이는 문제는, (𝐴, +2)가 가환군임을 보이는 것과 같다. 행렬의 성질과 +2의 정

의에 의해 결합법칙과 교환법칙이 성립함은 자명하다. 영행렬이 (𝐴, +2)의 항등원이 된다는 사실로부터 

null graph가 (𝐺𝑛 , ⨁ )의 항등원이 됨을 알 수 있다. 마지막으로, 연산 +2에 대한 역원은 자기 자신이므

로 그래프 𝐺의 역원은 𝐺가 된다. 또한, 이렇게 정의된 항등원과 역원은 단 하나의 인접행렬로 정의되

므로 유일하다. 


